
Chapter 1

核磁気共鳴および核四重極共鳴概論

1.1 磁場中のスピンの運動

磁場中の原子核のふるまいを理解するために、まず磁場中でのスピンの運動を記述

する。原子核の角運動量を ℏI、磁気モーメントがµであるとすると、これらの比例係

数として磁気回転比 γが定義され、以下のように立式される。

µ = γℏI (1.1)

外部磁場としてH0が印加されている状態を考えると、この系のハミルトニアンは

H = −µ ·H0 = −γℏI ·H0 (1.2)

となる。磁場中での角運動量の時間変化はハイゼンベルグの運動方程式から、

iℏ
dI

dt
= [I,H]

= [I,−γℏI ·H0]

= iγℏ(I ×H0)

(1.3)

となり、運動方程式は核スピン Iについて閉じているので、古典的に考えることができ

る。また、この運動方程式から容易にこの運動が歳差運動であることがわかる。ここ

で、外部磁場の方向を z軸とし、z軸を中心として角速度 ωで回転する回転座標系を導
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入すると、回転座標系での磁気モーメントの運動方程式は以下の等式であらわされる。(
dµ

dt

)∗

=
dµ

dt
+ µ× ω

= γµ×
(
H0 +

ω

γ

) (1.4)

上式から、回転系における磁化の運動は、見かけの磁場ω/γ を加えた有効磁場Heff =

H0 +ω/γを用いて記述される。特に、角速度としてω0 = −γH0とすると、磁気モー

メントは回転系で静止する。実験室系では、磁化は磁場の周りを角速度ω0で回転する。

これがラーモア歳差運動である。以下の図 1.1はラーモア歳差運動のイメージである。

x

y

z // H0

μ

図 1.1: ラーモア歳差運動のイメージ図。z軸に平行な外部磁場のもとで磁化が歳差運

動をする。

ここで、H0に垂直で角速度ωで回転する回転磁場H1を印加することを考える。こ

の場合、回転座標系として、H1とともに回転する座標系を考えると、この座標系では

H0とH1がともに静止している。このとき、上記の議論をこの系にも適用すると、回転

系において、磁気モーメントはH0 +ω/γ +H1の周りを歳差運動する。特に、ω = ω0

の場合、磁気モーメントの回転軸は回転磁場の方向と等しくなり、ω1 = γH1の周波数

で回転することになる。

1.2 核磁気共鳴

上記の議論を量子力学的に考えると、核スピンがゼーマン効果によって縮退が解け、

そのエネルギー差に対応する電磁波を印加することで共鳴を起こすととらえられる。こ

こで、先ほどのハミルトニアンをゼーマンハミルトニアンとし、再定義する。

HZ = −µ ·H0 = −γℏI ·H0 (1.5)
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静磁場H0の方向を z軸として定義し、Izを体格化する規定として |m⟩ (m = −I,−I +

1, · · · , I)が固有ベクトルであり、固有エネルギーはEm = −γℏH0mとなって 2I + 1の

準位が間隔 γℏH0で分裂する。（図＠）静磁場に直交する振動磁場H1が、ゼーマンエネ

ルギーに等しいエネルギーを持つとき、|m⟩ ↔ |m+ 1⟩の隣接準位間の遷移が引き起こ

される。このことを核磁気共鳴吸収と呼び、このような共鳴吸収を利用した分光法を核

磁気共鳴 (Nuclear Magnetic Resonance: NMR)と呼ぶ。

図 1.2: ゼーマン効果による基底状態の分裂。各エネルギーの差は γℏH0である。

上記の議論の通り、それぞれの核スピンに固有の磁気回転比によって決められる共

鳴条件を満たせば、完全に均一な系ではコヒーレンスは無限に続くが、現実の系ではこ

の核スピン系のコヒーレンスは有限時間で崩壊する。その明らかな原因の一つはNMR

に用いる超伝導コイルの不均一性によるものが考えられるが、固体物理において重要な

ものとして、核スピン間の相互作用や、周囲の電子の相互作用などが考えられ、回転周

波数に幅を与える。このことを以下の図 1.3に示す。このようにパルス振動磁場を印加

した後に信号が減少していく現象を自由誘導減衰 (Free Induction Decay: FID)という。

FIDの寿命は時定数 T ∗
2 であらわされる。パルス振動磁場の直後、測定系は有限の不感

時間をもち、FIDが常に観測できるとは限らない。
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π/2 パルス

FID

① ② ③

① ② ③

図 1.3: FIDのイメージ図。⃝1はじめは z軸を向いていた磁化は⃝2 π/2パルスによって

y軸を向く。そこでパルスを切ることで磁化は面内で振動するが、⃝3磁場の不均一性に

よる位相の進み方が異なることで信号が減衰していく。

この問題は、1950年にHahn＠によってはじめられたスピン・エコー法を用いるこ

とによって回避される。スピン・エコー法におけるスピン系列とその際のスピンのイ

メージを以下の図 1.4に示す。スピン・エコー法では核スピンを 90度倒すためのパル

ス磁場 (π/2パルス)を tw = π/(2γH1)だけ印加したのち、時間 τ 後 πパルスと呼ばれ

る π/2パルスの 2倍の時間印加する。これによって核スピンは振動磁場方向を軸として

180度回転し、位相が遅れていたものは進んだ位相に変換される。したがって πパルス

の τ 後に核スピンの位相が再びそろう。これらのパルス系列によってふたたび誘起され

た巨視的磁化によって信号を観測する方法をスピン・エコー法と呼ぶ。
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π/2 パルス

FID

① ② ③

① ② ③

π パルス Spin-Echo

④ ⑤

④ ⑤

図 1.4: ⃝1～⃝3まではFIDの際のものと同じで、その後⃝4 πパルスによってスピンの位

相を反転させる。このことによって⃝5スピンの位相は τ 後にそろうことになり、スピ

ン・エコーが観測される。

もちろん、スピン・エコーの寿命は同じく T ∗
2 であらわされる。スピン・エコーの強

度は 2τ の関数として減少し、核スピン–スピン緩和率と呼ばれ時定数 T2であらわさえ

る。こうして得られる T2は、静的な不均一幅を含む 1/T ∗
2 とは異なり、均一幅による緩

和率を表すため、T2はより本質的なものだといえる。

実際の実験では理論的に提起されている回転磁場ではなく、同じ振動数を持つ振動

磁場をコイルによって印加する。（図＠）この時、振動磁場をH1 = H1 cosωtとすると、

この振動磁場は、回転磁場によって以下のように分解できる。

2H1 cosωt = Re (H1 exp (iωt) + exp (−iωt)) (1.6)

上記の議論からわかる通り、H0 >> H1を考慮すると、回転系にて静止する成分のみ

が寄与する。そして、π/2パルスによって倒された巨視的な磁化は xy平面で回転する。
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この時、振動磁場を印加したコイルには内部の磁化が振動していることによる誘導電圧

が発生する。この信号を計算機に取り込むことでスペクトルを得ることができる。

1.3 固体中でのNMR

NMRは原子核の巨視的磁化を検出する方法であるが、原子核と周りの電子の相互

作用を考えた場合、その信号には周囲の電子の情報が含まれている。固体物理学ではそ

の物性の多くを電子が担うので、NMRは固体物理学において重要な微視的測定手段で

ある。

1.3.1 超微細相互作用

電子と核スピンの間には相互作用が働くが、この相互作用を超微細相互作用と呼ぶ。

この超微細相互作用によって共鳴線のシフトや、緩和現象が理解される。

まず、原子核位置に µN を置き、距離 rのところに電子がある状況を考える。この

核磁気モーメントが作るベクトルポテンシャルA(r)は、

A(r) = rot
µN

r
=

µN × r

r3
(1.7)

となる。よって、ハミルトニアンは

Hhf =
e

2m

(
p ·A+A · p+ eA2

)
− µe · rotA (1.8)

ここで divA = 0から、p ·A = A · pであることを用い、かつ相互作用をスピン成分と

軌道成分に分ける。すると、軌道成分は

Horb =
e

m

µN × r

r3
· p

=
eℏ
m

µN · l
r3

= γeγNℏ2
I · l
r3

(1.9)

となる。スピン成分に関して、rot rot = grad div − div gradであることを用いると

Hs = 2µBs · rot rotµN

r

= 2µB

[
(sgrad) (µNgrad)

1

r
− s · µN∆

1

r

]
= HF +Hdip

(1.10)
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ここで、HFはフェルミ接触相互作用と呼ばれ、電子が原子核位置にある場合にのみ定

義される磁気相互作用であり、式 (1.10)の∆1
r
の項からくる δ関数を含む形で記述され、

以下のようになる。

HF =
8π

3
γNγeℏ2I · s δ3(r) (1.11)

この相互作用は原子核位置に存在確率を持つ s電子のみが持つ相互作用である。次に、

p電子などの軌道角運動量 l ≥ 1である電子の場合を考えると、双極子相互作用として

以下のように記述される。

Hdip = −γNγeℏ
2

r3

[
I · s− 3

(I · r)(s · r)
r2

]
(1.12)

よって、超微細相互作用として以下の通りまとめられる。

Hhf = Hdip +Horb +HF

=
∑
i

γNγeℏ2
[{

(li − si) · I
r3i

+ 3
(si · ri)(I · ri)

r5i

}
+

8π

3
(si · I)δ(r)

] (1.13)

また、このほかに間接的な超微細相互作用の影響として、内核偏極 (Core polarization)

と呼ばれる現象がある。内核偏極は、多く d電子系で観測され、磁場によって外殻 d電

子が分極すると、原子内交換相互作用により、内側の閉殻の s電子の空間分布に差が生

じる。すなわち、外側の dスピンと平行な内殻 s電子スピンの軌道が外側に広がり、そ

の結果核位置における反平行 s電子スピンの密度が増える。これにより生じる磁場は、

Hcp =
8π

3
γeℏs

∑
i

{
|ψi(0)|2↑ − |ψi(0)|2↓

}
(1.14)

となり、これによるハミルトニアンは、

Hcp =
8π

3
γeγNℏ2I · s

∑
i

{
|ψi(0)|2↑ − |ψi(0)|2↓

}
(1.15)

となる。

1.3.2 ナイトシフト

一般に、金属や磁性体などでは磁場下では伝導電子、局在電子の磁化が誘起される

ことによって原子核位置に局所磁場を生む。したがって上述の超微細相互作用によって
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NMRの共鳴線は外部磁場H0によって計算される共鳴周波数ω0 = γH0からずれる。こ

のずれを無次元量K

K =
ωres − ω0

ω0

(1.16)

によってあらわし、Kight＠によって提起されたことからナイトシフトと呼ぶ。ここで

ωresは実際の共鳴周波数である。ナイトシフトは電子スピン帯磁率 χspinと軌道帯磁率

による寄与を持ち、

K = Aspin
hf χspin +Korb (1.17)

とあらわされる。ナイトシフトはしばしば異方的であり 2階のテンソルとしてあらわさ

れる。最も単純な自由電子系を考えると、パウリ常磁性によってスピン帯磁率は温度依

存せず、ナイトシフトは一定になる。現実の系ではスピン帯磁率は温度に依存し、ナイ

トシフトには温度依存性がみられる。一方、軌道帯磁率は温度によらないため、巨視的

帯磁率との比較から実験的にナイトシフトのスピン部分と軌道部分を分離することが

できる。縦軸にK、横軸に χを取り表示することをK − χプロットと呼び、その傾き

は超微細結合定数となる。このことは以下のようにして示される。注目する原子サイト

の核スピンと k番目の電子との超微細相互作用テンソルをAk
hfとすると、超微細相互作

用Hhf は以下のように書ける。

Hhf = −γℏ
∑
k

I · Ak
hf · sk

= −γℏI
∑
k

Ak
hf · sk

= −γℏI ·Hhf

(1.18)

核の感じる実効磁場は外部磁場を用いてHeff = |H0 +Hhf |とあらわされるので、ナイ

トシフトは以下のようにあらわすことができる。

K ≡ |H0 +Hhf | −H0

H0

(1.19)

多くの場合HhfはH0よりも十分小さいので、ナイトシフトは以下のように近似するこ

とができる。

|H0 +Hhf | ∼
√
H2

0 + 2H0 ·Hhf

∼ H0 +
H0 ·Hhf

H0

(1.20)
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から、

K =
H0 ·Hhf

H2
0

(1.21)

電子の磁気モーメントが外部磁場と平行であるとき、電子 1個当たりの磁気モーメント

sは以下のように書ける。

s =
χ

NµB

H0 (1.22)

ここで、χは電子系全体の磁化率である。これらの式を用いて、超微細結合を Ahf =∑
k A

k
hf のようにあらわすと、ナイトシフトと巨視的磁化率 χを用いて以下の関係式で

あらわされる。
K

χ
NµB =

H0 · (Ahf ·H0)

H2
0

≡ ahf (1.23)

この ahfを超微細結合定数と呼ぶ。以上の議論からK −χプロットの傾きは超微細結合

定数を反映することがわかる。この議論はスピン成分によるものを議論したが、通常は

前述の通り軌道運動による内部磁場が存在するため、ナイトシフトは以下のように書く

ことができる。

K = Ks +Kvv (1.24)

と書く。ここでKvvはヴァン・ヴレック項であり、化合物磁性における軌道磁化率のこ

とである。通常軌道磁化率は温度に依存しないため、上述の議論に定数項を加えること

で軌道磁化率を考慮することになり、結局上述の通りK − χプロットの傾きは超微細

結合定数を反映する。

1.3.3 核スピンー格子緩和率 1/T1

上記の議論でも明らかな通り、ナイトシフトは超微細相互作用の静的な影響を考慮

した物理量であったが、核磁気緩和機構は超微細相互作用の動的な情報を得る重要な手

段である。磁気共鳴が起きると、核スピンが上の順位へと励起する。励起した核スピン

は電子系との超微細相互作用を通じて熱平衡状態へと戻る。この緩和を核スピン–格子

緩和といい、その緩和時間を T1として定義する。1/T1は緩和のしやすさを示す物理量

であり、核スピン–格子緩和率と呼ばれる。核スピン I = 1/2を考えると、以下の図 1.5

のようにエネルギーの授受が発生する。
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Nuclear spin

n-

n+

Lattice (continuous)

図 1.5: 核スピンは振動磁場によって励起するが、周りの格子系とのエネルギーの授受

によって熱平衡状態へと緩和する。

ここで、各状態への散乱を考えると以下の関係式を立式することができる。

dn+

dt
=

∑
i

(−n+NjUi + n−NiUi)

dn−

dt
=

∑
i

(−n−NiUi + n+NjUi)

dn

dt
=

∑
i

(n−Ni − n+Nj)Ui

(1.25)

ここで n = n+ − n−である。さらに、n+ + n− = N0を用いて

dn

dt
= 2

[
n− − n+

(
1− ℏω

kBT

)]∑
i

NiUi ≃ −2U(n− n0) (1.26)

ここで、U ≡
∑

iNiUi、n0 ≡ n0
+ − n0

− ≈ N0

2
ℏω
kBT
であることを用いると、核磁気モーメ

ントの時間変化は以下のように記述される。

dMz

dt
=
M0 −Mz

T1
(1.27)

ここで、Mz = γNℏn/2、1/T1 = 2U である。この方程式を理想的なパルス条件、つま

り t = 0でMz(0) = 0を満たす初期条件の下で解くと

Mz(t) =M0

(
1− exp

(
− t

T1

))
(1.28)

を満たす。これは以下の図 1.3.3ようにしてスピンエコー法を用いて測ることができる。
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π/2 パルス π パルス

π/2 パルス

図 1.6: スピンエコー法による T1の測定。

通常金属における 1/T1

非磁性金属ではバンド電子との相互作用が緩和を引き起こす。バンド s電子による

緩和を考えると、ハミルトニアンは以下のように書ける。

H = −8π

3
γeγNℏ2δ(r)

{
Izsz +

1

2
(I+s− + I−s+)

}
(1.29)

このときフェルミの黄金律

W =
2π

ℏ
|⟨f |H |i⟩|2 δ(Ef − Ei − ℏω) (1.30)

を用いて遷移確率を考える。始状態として核スピンが+、電子スピンが−である状態

|k−,+⟩を取り、終状態として核スピンが−、電子スピンが+である状態 |k′+,−⟩を取

ると、核スピンがmからm+ 1に遷移する確率W は

W =
∑
k,k′

2π

ℏ

(
8π

3
γeγNℏ2

)2

|⟨k′| δ(r) |k⟩|2
∣∣∣∣⟨−,+| 1

2
I−s+ |+,−⟩

∣∣∣∣2 δ(Ek′ − Ek)

∼
∫

2π

ℏ

(
8π

3
γeγNℏ2

)2

|⟨k′| δ(r) |k⟩|2 1
4
N(Ek)N(Ek′)f(Ek)(1− f(Ek′))dEkdEk′

(1.31)

と書ける。ここで、以下の関係式

f(Ek)(1− f(Ek′)) ≈ −kBT
∂f(Ek)

∂Ek

≈ kBTδ(E − EF) (1.32)

を用い、2W を 1/T1として定義すると以下のように書ける。

1

T1
= 2W = K24π

ℏ

(
γN
γe

)2

kBT (1.33)

この等式を変形すると、
1

T1TK2
=

4πkB
ℏ

(
γN
γe

)2

(1.34)

となる。これがKorringa則と呼ばれるものであり、フェルミ液体の重要な特徴である。
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1.3 固体中でのNMR 1 核磁気共鳴および核四重極共鳴概論

一般論

より一般に、核スピン系が |m⟩から |m+ 1⟩になる系を考える。ハミルトニアンは

以下の状況を考える。

Htot = −γℏIz ·Hz +
∑
i

A

(
Izsz +

1

2
{I+s−(t) + I−s+(t)}

)
(1.35)

ここでAは超微細相互作用の係数である。超微細相互作用の時間に依存する、つまり

揺らぎの項のみが緩和に関係するので揺らぎの項のみを取り出し、遷移確率を考えると

以下のようにあらわされる。

Wm→m+1 =
2π

ℏ
∑

M,M ′PM | ⟨m+ 1,M ′|Hhf(t) |m,M⟩ |2δ(EM − EM ′ − ℏωn) (1.36)

ここでωnはラーモア周波数であり、M、M ′はそれに対応する電子系の状態である。ま

た、PM は電子系の固有状態における統計分布確率である。δ関数に関する公式

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
exp (ixt)dt (1.37)

を用いると、上式は以下のように変形される。

Wm→m+1 =
∑
M,M ′

A2
⊥
4

| ⟨m+ 1| I+ |m⟩ |2
∫ ∞

−∞
PM ⟨M | ei

EM
ℏ ts+e

−i
EM′

ℏ t |M ′⟩ ⟨M ′| s− |M⟩ e−iωntdt

= (I −m)(I +m+ 1)
∑
M

A2
⊥
4

∫ ∞

−∞
PM ⟨M | s+(t)s−(0) |M⟩ e−iωntdt

= (I −m)(I +m+ 1)
A2

⊥
4

∫ ∞

−∞
⟨s+(t)s−(0)⟩e−iωntdt

(1.38)

ここで時間依存する項は相互作用表示を取り入れている。

1

T1
=
Wm→m+1 +Wm+1→m

(I −m)(I +m+ 1)
(1.39)

として 1/T1を定義すると

1

T1
=

1

2
A2

⊥

∫ ∞

−∞
⟨[s+(t)s−(0)]⟩e−iωntdt (1.40)

これをフーリエ変換することで

1

T1
=

1

2

∑
q

(AqA−q)⊥

∫ ∞

−∞
⟨[s+(−q, t)s−(q, 0)]⟩e−iωntdt

=
2kBT

ℏ(2µB)2

∑
q

(AqA−q)⊥
χ′′
⊥(q, ωn)

ωn

(1.41)
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1.3 固体中でのNMR 1 核磁気共鳴および核四重極共鳴概論

であらわされる。これは一般的な表式であり、いかにして動的帯磁率を近似するかが計

算上重要である。

Korringa則

上述の議論を通常金属に適応させる。電子間の相互作用を無視する自由電子モデル

を考えると、動的帯磁率はフェルミ分布関数 f(ϵ)を用いて

χ0(q, ω) = (2µB)
2
∑
k

f(ϵk+q)− f(ϵk)

ℏω − (ϵk+q − ϵk) + iΓ
(1.42)

であるので χ0 = χ′
0 − iχ′′

0より

χ′′
0(q, ω) = (2µB)

2π
∑
k

δ(ϵk − ϵk+q − ℏω)[f(ϵk+q)− f(ϵk)]

= (2µB)
2π

∫
dϵN(ϵ)δ(ϵ− ϵ′ − ℏω)[f(ϵ′)− f(ϵ)]

= (2µB)
2πN(ϵ′ + ℏω)(ℏω)

(
−∂f
∂ϵ′

) (1.43)

となるので、qで和をとると∑
q

χ′′
⊥(q, ω) = (2µB)

2π

∫
dϵ′N(ϵ′)N(ϵ′ + ℏω)(ℏω)δ(ϵ′ − EF)

= (2µB)
2π(ℏω)N(EF)

2

(1.44)

となる。Aが δ関数的であればAqは qに依存しないので、これらの式を用いると、

1

T1
∝ A2N(EF)

2kBT (1.45)

これが通常金属の核スピン–格子緩和率の一般式となる。通常金属では 1/T1は状態密度

の 2乗に比例する。

スピン揺らぎが顕著な場合

式 (1.41)からわかる通り 1/T1は以下のような特徴を持つ。

• 電子系の低エネルギー極限成分を反映する。

• 異方性がある場合は磁場に垂直な成分を反映する。

13 16:15, June 19, 2019



1.4 電気四重極相互作用および核四重極共鳴 1 核磁気共鳴および核四重極共鳴概論

• 波数についてはあらゆる波数の異常を検出するが、逆に波数分解はできない。

以下の図1.7に通常金属のχ′′
0(q, ω)とスピン揺らぎが顕著な場合の波数に依存するχ′′

0(Q+

q, ω)の周波数依存性を模式的に示す。通常金属の場合、χ′′
0(q, ω)はωに比例し、その傾

きはN(EF)で与えられる。一方、スピン揺らぎが顕著な場合は

χ′′
0(Q+ q, ω) ∝ ωΓQ+q

ω2 + Γ2
Q+q

(1.46)

とあらわされ、波数Qをもつ低周波数スピン揺らぎが増強される。この時、1/T1は直接

χ′′
⊥(Q,ωn)/ωnに比例し、その結果周波数がゼロ付近での傾きに比例することになる。特

に、磁気転移近傍や量子臨界近傍では 1/T1は発散的に増強される。このように、1/T1の

そくていから、電子相関効果によるスピン揺らぎの特徴を明らかにすることができる。

EF

通常金属

χ''(q, )

スピン揺らぎが

顕著な場合

図 1.7: χ′′
⊥(q, ω)のω依存性。直線がスピン揺らぎが顕著な場合、一点鎖線が通常金属。

1.4 電気四重極相互作用および核四重極共鳴

ここまで原子核の磁気的な相互作用を取り出して考えてきたが、一般に原子核は磁

気モーメントに加え電気四重極モーメントを持つ。これと周囲の電荷が作る電場勾配

との相互作用は核スピン Iの固有値 Izを分裂させる。この相互作用によってゼロ磁場

においても共鳴が可能になる。これを核四重極共鳴 (Nuclear Quadrupole Resonance:
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1.4 電気四重極相互作用および核四重極共鳴 1 核磁気共鳴および核四重極共鳴概論

NQR)という。NQRでは外部磁場を必要としないので、超伝導などの磁場に敏感な物

理の研究において有力な実験手法となる。

1.4.1 電気四重極相互作用

原子核の四重極モーメントは eQとあらわされ、以下の式であらわされる。

eQ = e

∫
V

(3z2 − r2)dv (1.47)

zは回転軸の方向である。V は原子核の体積である。以下の図＠のように原子核の近傍

に電荷がある状況を考えるとエネルギーが分裂する。このエネルギーに相当する振動磁

場を加えるのがNQRである。

原子核内の陽子の電荷密度を ρ(r)、閣外の電荷による静電ポテンシャルを V (r)と

すると、このポテンシャル中の原子核のハミルトニアンは、

HQ =

∫
ρ(r)V (r)dv (1.48)

と書ける。核の大きさは電子軌道よりも十分小さいので、V (r)を原点周りに展開すると、

HQ = ZeV (0) +
3∑

i=1

Pi

(
∂V

∂xi

)
r=0

+
1

2

3∑
i,j=1

Q′
ij

(
∂2V

∂xi∂xj

)
r=0

+ · · · (1.49)

となる。ここで以下のようにモーメントを定めた。

Ze =

∫
ρ(r)dv =核電荷

Pi =

∫
ρ(r)xidv =電気双極子モーメント

Q′
ij =

∫
ρ(r)xixjdv =電気四重極モーメント

式 (1.49)の第一項はエネルギーの単純なシフトを与え、第二項は電荷分布が回転楕円体

であることを考慮すればゼロになる。第三項が電気四重極相互作用である。電気四重極

テンソル

Qij =

∫
(3xixj − δijr

2)ρ(r)dv (1.50)

を導入して ∫
xixjρ(r)dv =

1

3

[
Qij + δij

∫
r2ρ(r)dv

]
(1.51)
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と書き直す。ポテンシャルは電気的中性条件からラプラス方程式を満たすので、結局残

るのは

HQ =
1

6

∑
i,j

VijQij (1.52)

となる。また、Wigner–Eckartの定理を用いると、ある定数Cを用いて電気四重極テン

ソルの行列要素が位置座標を対応する角運動量で置き換えたものに比例する。つまり

⟨I,m|Qij |I,m′⟩ = ⟨I,m|
∑
k

(
3xikxjk − δijr

2
k

)
|I,m′⟩

= C ⟨I,m| 3
2
(IiIj + IjIi)− δijI(I + 1) |I,m′⟩

(1.53)

となり、結局

C =
eQ

I(2I − 1)

と求められるので、ハミルトニアンの行列要素は

⟨m′|HQ |m⟩ = eQ

6I(2I − 1)
⟨m′|

∑
i,j

(
Vij

3

2
(IiIj + IjIi)− δijI(I + 1)

)
|m⟩ (1.54)

となる。ここで Vijは対称行列であるので基底を取り換えることで対角化でき、

⟨m′|HQ |m⟩ = eQ

6I(2I − 1)
⟨m′|

{
Vxx(3I

2
x − I2) + Vyy(3I

2
y − I2) + Vzz(3I

2
z − I2)

}
|m⟩

(1.55)

となる。以下、|Vzz| ≥ |Vxx| ≥ |Vyy|となるように主軸を取る。すると、簡単な計算から

Vxx(3I
2
x − I2) + Vyy(3I

2
y − I2) + Vzz(3I

2
z − I2)

=Vxx
(
3I2x − I2

)
+ Vyy

(
3I2y − I2

)
+

3

2
Vzz

(
3I2z − I2

)
− 1

2
Vzz

(
3I2z − I2

)
=Vxx

(
3I2x +

3

2
I2z −

3

2
I2
)
+ Vyy

(
3I2y +

3

2
I2z −

3

2
I2
)
+

3

2
Vzz

(
3I2z − I2

)
=Vxx

(
3

2
I2x −

3

2
I2y +

3

2
I2 − 3

2
I2
)
+ Vyy

(
3

2
I2y −

3

2
I2x +

3

2
I2 − 3

2
I2
)
+

3

2
Vzz

(
3I2z − I2

)
=
3

2
Vzz

(
3I2z − I2

)
+

3

2
(Vxx − Vyy)

(
I2x − I2y

)
=
3

2

{
Vzz

(
3I2z − I2

)
+

3

2
(Vxx − Vyy)

1

2

(
I2+ + I2−

)}
(1.56)
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となる。ここで、非対称パラメータとして η = (|Vxx| − |Vyy|)/|Vzz|を定義すると、結局

ハミルトニアンは、

⟨m′|HQ |m⟩ = e2qQ

4I(2I − 1)
⟨m′| (3I2z − I(I + 1)) +

1

2
η(I2+ + I2−) |m⟩

=
ℏωQ

6
⟨m′| (3I2z − I(I + 1)) +

1

2
η(I2+ + I2−) |m⟩

(1.57)

となる。ここでℏωQは核四重極相互作用によるエネルギー分裂の幅を示しており、η = 0

のときNQR周波数が ωQとなる。

以上の議論からは有力な情報が得られる。1つはゼロ磁場においてもサイトの対称

性が立方対称でなく、その核が I ≥ 1であれば信号が観測できるということである。こ

れは磁場に敏感な物理量を測定するのに有用である。もう 1つはNMRにおいてエネル

ギー分裂幅が原子核位置の局所磁場、電場勾配によって変化することである。このこ

とは NMRが結晶中の原子核のサイトの違いを判別することができることを意味して

いる。

1.4.2 四重極相互作用による共鳴

前章では原子核位置における電場勾配によって核スピン I ≥ 1の系ではエネルギー

が分裂することを示した。ここでは、ゼロ磁場における核四重極共鳴と I ≥ 1の系にお

けるNMRについて解説する。

核四重極共鳴

式 (1.57)によると、η = 0のとき、エネルギー固有値は

Em =
e2qQ

4I(2I − 1)
(3m2 − I(I + 1)) (1.58)

となる。以下に I = 5/2の場合のエネルギー分裂の様子を示す。z軸に垂直に振動磁場

をかけると、

ωm =
Em − Em−1

ℏ
=
ωQ

2
(2m− 1) (1.59)

の角周波数で共鳴吸収が起き、NQRを観測できる。以下の図 1.4.2は η = 0、I = 5/2、

ωQ = 3.0 MHzでシミュレーションしたものである。
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2.6 2.8 3.0 3.2 5.8 6.0 6.2 6.4

NQR simulation I = 5/2 Q = 3 MHz

N
Q

R
 In
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 (a

rb
. u
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frequency (MHz)

図 1.8: 数値計算によるNQRスペクトルシミュレーション。I = 5/2の場合、2本のス

ペクトルが得られ、確かに周波数が 2倍になっていることがわかる。

四重極相互作用がある場合のNMR

静磁場H0のもとで四重極相互作用がある場合のNMRスペクトルについて考える。

ここでは簡単のために軸対称 (η = 0)の場合を考える。もちろん電気四重極モーメント

と磁場は相互作用しないのでハミルトニアンはゼーマンハミルトニアンと四重極ハミ

ルトニアンの和で書かれ、

H = HZ +HQ

= −γℏI ·H0 +
ℏωQ

6

{
3I2z − I(I + 1))

} (1.60)

である。ここで、磁場の方向を z軸都市、電場勾配の主軸を x′iであらわす。zと z′のな

す角を θとすると、対称性から

Iz′ = Iz cos θ + Ix sin θ (1.61)

となる。おおくはHZ ≫ HQであるので、摂動を考えると、

E(1)
m =

ℏωQ

6

{
1

2
(3 cos2 θ − 1)(3m2 − I(I + 1))

}
(1.62)

となる。よってNMRスペクトルは

ωm = ω0 +
ωQ

4
(3 cos2 θ − 1)(2m− 1) (1.63)

のように 2I本の信号が間隔

∆ω =
ωQ

2
(3 cos2 θ − 1) (1.64)
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で信号強度が遷移確率 I(I +1)−m(m+1)に比例するNMRスペクトルを観測できる。

ちなみに、1次摂動ではセンターピークは移動しない。以下の図 1.9に I = 5/2、θ = 0、

γ = 10、H0 = 10の場合のスペクトルシミュレーションを示す。

98 99 100 101 102

N
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R
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nt
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ar

b.
 u

ni
t)

frequency (MHz)

図 1.9: NMRスペクトルの数値シミュレーション。パラメータは I = 5/2、θ = 0、

γ = 10、H0 = 10。

1.5 超伝導体におけるNMR測定

1.5.1 状態密度

超伝導状態における準粒子状態密度は以下のようにあらわされる。

N(E) =
1

4π

∫
|E|>|∆(k)|

dΩ
E√

E2 − |∆(k)|2
(1.65)

状態密度がギャップ構造に依存するため、緩和率の温度依存性から超伝導ギャップの構

造を知ることができる。s波超伝導体においてもっとも単純な模型である球対称ギャッ

プ構造を考えると、状態密度はN(E) = E/[E2 − ∆2]1/2となり、その 2乗の積分で与

えられる 1/T1は発散する。その他の対称性でのギャップ構造は

• ∆(k) = ∆(T ) sin θeiϕ (ABM型 p波)

• ∆(k) = ∆(T ) cos θ (3次元 p波、水平ラインノード)

• ∆(k) = ∆(T ) cos 2ϕ (2次元 dx2−y2波)
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• ∆(k) = ∆(T )2 sin θ cos θeiϕ (3次元 d波)

のようなものが考えられる。これらのギャップ構造をもとに数値計算を行うと以下の図

1.10ようになる。

 s
 ABMp
 p
 dx2-y2

D
O
S

Energy

図 1.10: それぞれの超伝導状態における状態密度。s波は強く発散することがわかる。

1.5.2 ナイトシフト

通常の磁気測定では、超伝導状態のスピン磁化率は超伝導反磁性の寄与のために遮

蔽されるが、NMRによるナイトシフトの測定では、電子が核につくる超微細磁場を測

定することで超伝導反磁性に影響されずに固有なスピン磁化率を測定することができ

る。s波や d波の超伝導体は波動関数の軌道部分が偶パリティであるためスピン部分は

スピン一重項となる。有限温度で熱的に励起された準粒子がスピン磁化率 χs(T )に寄

与し、

χs = −4µ2
B

∫ ∞

∆

Ns(E)
∂f(E)

∂E
dE (1.66)

となる。スピン一重項の場合は上部臨界磁場に対して十分小さい磁場での測定を考えた

場合、スピン磁化率はゼロとなりナイトシフトはKorbまで減少する。スピン三重項の

場合は d ⊥ Hの時はナイトシフトは超伝導状態では減少せず、d//Hの時はスピン一

重項の時と同様にKorbまで減少する。
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1.5 超伝導体におけるNMR測定 1 核磁気共鳴および核四重極共鳴概論

1.5.3 核スピン–格子緩和率

超伝導状態の核磁気緩和率の一般的な表式は以下のようになる。

(1/T1T )s
(1/T1T )n

=
2

kBT

∫ ∞

0

dE[Ns(E)]
2

[
1 +

∆2

E2

]
f(E)[1− f(E)]

=
1

2kBT

∫ ∞

0

dE[Ns(E)]
2

[
1 +

∆2

E2

]
1

cosh2(E/2kBT )

(1.67)

ここで f(E) = 1/[exp(E/2kBT ) + 1]はフェルミ分布関数である。ここで s波以外の異

方的超伝導ではコヒーレンス因子 1 + ∆∆′/EE ′の部分は 1となる。このコヒーレンス

因子によって s波超伝導体では超伝導転移温度直下にHebel-Slichter Peak(Ref)と呼ば

れるピークが生ずる。また、超伝導状態密度を図 1.10の状態密度を用いて計算すると、

• 1/T1 ∝ exp(−∆/kBT )(Full-gap 超伝導)

• 1/T1 ∝ T 5 (point-node 超伝導)

• 1/T1 ∝ T 3 (line-node 超伝導)

となり、1/T1の温度依存性から超伝導対称性を議論することができる。
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